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Explanation: Number of bracelets made with 2 blue, 2 identical red and n identical black
beads.

Usage: Chemistry: CROSSREFS:
A008054 A009869 A024989 A008061 : Zeolite Codes

Maths: Circular permutations of identical objects

Sorul: 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 3 tane 6zdes siyah boncukla kac¢ farkh
bileklik yapilabilir.

Coziim:

2 tane 6zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :

1 1 3
0 0
2 —> 2
2 0 2 0
0 0

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma
durumu:

F(1,2,3) =6 durum vardir.

1 0 3 F(@,2,2) =4 durum vardir.

N

2 2

0
F(21) =2 durum vardir.
3
2 2
2 2
0 0



http://oeis.org/A005995
http://oeis.org/A008054
http://oeis.org/A009869
http://oeis.org/A024989
http://oeis.org/A008061

N

1 tane durum vardir.

N

2 0zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi boncuk
alip siyah boncuk sayisini artirma durumu:

2 1

1

(@)

1

2 1
0
2 0
0 2
2 0
1
2 0
0

Olusan durumlar1 toplarsak:
F(2,2,3)= 6+4+2+1+ 2+3=18

0 2 farkt durum,

3 farkh
1 durum vardir.



Soru 2: 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 4 tane 6zdes siyah boncukla kac¢ farkh
bileklik yapilabilir.

Coziim:

2 tane 6zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :

3
0 0
_>2
0 ) 0
0 0

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma
durumu:

3
2 — 2 F(1,2,3) =6 durum vardir.
0
2 2
0
0
3
| 0
0

1 0
//_N
0
0 0
2 ) 2
2 2
0 o

1 1 F(1,2,4) =9 durum vardir.

N

N

0 0

F(1,2,2) =4 durum vardir.



F(1,2,1) =2 durum vardir.

3
—_ 2
1 tane durum vardir.
2

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi boncuk alip siyah boncuk sayisini artirma durumu:
2 1

2 1 2 1
0 0 0 3farki durum,
1 1 1
0o 0 2 0 o 2
2 0 2 0 2 0
1
. L 1 1
0
2 0 0 0 0




4 farkli durum vardir.

5 0 9 0 2 0 0 2
0 0
0 0
1 1 1 1
1 1
9 1 0 1 0 0
o 0 2 0 o2 20
4 farkli durum vardir.

Olusan durumlari toplarsak:
F(224)=9+6+4+2+1+3+4+4=33

Soru 3: 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 5 tane 6zdes siyah boncukla kac¢ farkh
bileklik yapilabilir.

Coziim:

2 tane 6zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :

1 1 3 0
0 0
2 — 2
0
2 0 2 0
0 0 0 0
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina

siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma durumu:
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina bir tane siyah boncuk alirsak,
3

F(L2,5) =12 durum vardir.

F(L2,4) =9 durum vardir.

Benzer olarak;
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 2 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,3) =6 durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 3 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,2) =4 durum

vardir.



2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,1) =2 durum
vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 5 tane 6zdes siyah boncuk alirsak 1 tane durum vardir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi boncuk alip siyah boncuk sayisini artirma durumu:

2 1 2 1 2 1
0 0 0
1 3 farki
1 1 durum,
0 0 0
2
0 0
0 0 0
0 0 2 0 0 2

2 0 2 0 2 0
1 1 1
1 1 _____ > 1
2 00 0 0 2
W
0 0 0 2~ 0 0 0 0 0
Kirmiz1 5 farkli konumda olabilir.(ok yoniinde hareket)
2 0 2 0 2 0 2 0
0 0 0 0
1 1 1 1
1 1 1 1
2 0 0] 0
N 0 0 Y 0 2
0 0 2 > 0 0 2 0 0
4 farkli durum vardir.
0 2 0 2
0 0 2 farkli durum vardir.
1 1
1 1
2 0
0 0



Olusan durumlar toplarsak:
F(2,25)=12+9+6+4+2+1+3+5+4+2=48

Soru 4: 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 6 tane 6zdes siyah boncukla ka¢ farkh
bileklik yapilabilir.

Coziim:

2 tane 6zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :

1 1 3 0 F(1,2,6) =16 durum vardir.

o O o 0

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma
durumu:

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina bir tane siyah boncuk alirsak,

3

F(1,2,5) =12 durum vardir.

Benzer olarak;
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 2 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,4) =9 durum

vardir.



2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 3 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,3) =6 durum
vardir.

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,2) =4 durum
vardir.

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 5 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,1) =2 durum
vardir.

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 6 tane 6zdes siyah boncuk alirsak 1 tane durum vardir.
2 ozdes mavi boncuk arasina b1r k1rm121 boncuk alip 51yah boncuk sayisini artlrma durumu'

9000

4 farki durum,

2 0
2 0 20 1
1 L 1 ,
1 1
o ~°-°°° >
0 0 0
0
2 0 0
N 0 0
0 0 27 0 °
0
Kirmiz1 6 farkli konumda olabilir.(ok yoniinde hareket)
2 0
2 0 2 0
0
0 0 1
1 1
1 1 - > 1
0
0
2 0 0 :
N
2 0 0 % 0
0 0 0 0

5 farkli durum vardir. (ok yoniinde hareket)



02 | 02 02
1 11 11 1
2 0 0 o 0
h 0

0% =g © U N

3 farkli durum vardair.

o9 o o9 o o9 o o9 o
5 1, 1, 1, 1
1 1 1 01 2
0 0 Ja
2
0 0 0 0
2570 0 —3 0% 0

4 farkli durum vardir.

2 farkli durum vardir.

Olusan durumlari toplarsak:
F(2,26)=16+12+9+6+4+2+1+4+6+5+3+4+2=74

Soru 5: 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 7 tane 6zdes siyah boncukla kac¢ farkh
bileklik yapilabilir.

Coziim:

2 tane 0zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :

1 1 3 0
0 0
2 2
e
0
2 2 0
0
0 0 0
0 o O 0 0

F(1,2,7) =20 durum vardir.



2 tane 6zdes mavi boncuk arasina siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma
durumu:
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina bir tane siyah boncuk alirsak,

3

F(1,2,6) =16 durum vardir.

Benzer olarak;
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 2 tane siyah boncuk alirsak F(1,2,5) =12 durum vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 3 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,4) =9 durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,3) =6 durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 5 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,2) =4 durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 6 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,1) =2 durum

vardir.
2 tane 0zdes mavi boncuk arasina 7 tane 6zdes siyah boncuk alirsak 1 tane durum vardir.
2 ozdes mavi boncuk arasina bir k1rm121 boncuk alip 51yah boncuk sayisint artlrma durumu'

900

4 farki durum,

2 0 2 0 2 0
1 1 1
1 1 1
————— >
2 0 0 0 0
\ 5
0 0 23 0 0



Kirmizi boncuk 7 farkli konumda olabilir.(ok yoniinde hareket)

2 0 2 0 2 0
0 0 0
1 1 1
————— >
2 1 0 1 0 1
\ 0 0 2 0 0 2
0 0 O 0T 0 0 g O
6 farkli durum vardir. (ok yoniinde hareket)
0 2 0 2 0 2
0 0 0
1 1 1
i 1o 1y 1
0 0 2 0 0 0
0 o O *0 5 0 2 0 O
3 farkli durum vardir.
0 0 0 0 0 0
0 0 0
2 2 2
1 11 17771 1
2 0 0 0 0 > 2
*0 g 0 2,0 O 0o 0
5 farkli durum vardir.
2 0 2 0 2 0
0 0 0
0 0 0
1 11 17771 1
5 0 0 0 0 . 2
*0 g 0 2,0 O o O

5 farkli durum vardir.

Olusan durumlar1 toplarsak:
F(2,27)=20+16+12+9+6+4+2+1+4+7+6+3+5+5=100

Soru 6: 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 8 tane 6zdes siyah boncukla kac¢ farkh

bileklik yapilabilir.

Coziim:

2 tane 0zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :



1 1 3 F(1,2,8) =25 durum vardir.

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma
durumu:
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina bir tane siyah boncuk alirsak,

3

F(1,2,7) = 20 durum vardir.

0  Benzer olarak;
0 2 tane 6zdes mavi boncuk
arasina 2 tane 6zdes siyah

boncuk alirsak F(1,2,6) =16 durum vardir.

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 3 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,5) =12 durum
vardir.

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,4) =9 durum
vardir.

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 5 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,3) =6 durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 6 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,2) =4 durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 7 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,1) =2 durum

vardir.
2 tane 0zdes mavi boncuk arasina 8 tane 6zdes siyah boncuk alirsak 1 tane durum vardir.

2 9zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi boncuk alip siyah boncuk sayisini artirma durumu:
2
1 1

0 o O
5 farki durum, (ok yoniinde hareket)



o

0 0
0 o O
Kirmizi boncuk 8 farkli konumda olabilir.(ok yoniinde hareket)

aLeze

0 o
7 farkli durum vardir. (ok yoniinde hareket)

6 farkli durum vardir. (ok yoniinde hareket)



0
0 o0 0 O0 0 00
0 5 0 2
2 —_— >
1 11 1 ! .
0 2
22 0 0 0 050

0 o O 2%y 0
5 farkli durum vardir. (ok yoniinde hareket)

0
2_J o 2 _J o 2 0
0 0 0 0
0 0 3 farkli durum vardir.
1 11 11 1
0
0 0 0 0 0
2%0 0 0 770 0 o 2

1 tane durum vardir. 1

Olusan durumlar toplarsak:
F(2,28)=25+20+16+12+9+6+4+2+1+5+8+7+4+6+6+5+3+1=140

Teorem 6: 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 2n+1 n e N tane 6zdes siyah boncukla
yapilacak bileklerin sayisin1 F(1,2,2n +1) ile gosterirsek

F(2,2,2n+1) =n®+5n*+8n+4 tane farkl bileklik yapilabilir.
Ispat:2 tane 6zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :

3 F(1,2,2n+1) tane durum vardir.

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma

durumu:
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina bir tane siyah boncuk alirsak,



0
9 r‘o\.} 9 2 0 F(,2,2n) durum vardir.

Benzer olarak;2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 2 tane 6zdes siyah boncuk alirsak
F(,2,2n-1) durum vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 3 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,2n—2) durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,2n—3) durum
vardir.

Benzer olarak devam edersek,
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 2n tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,1) =2 durum
vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 2n+1 tane 6zdes siyah boncuk alirsak 1 tane durum vardir.
2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi boncuk alip siyah boncuk sayisini artirma durumu:

2 1 2 1 2 1

1 0 1 0 1 0
JZ 0 0 0 0 0
0 . O i »| 0
0 0 0

n tane

n+1tane farki durum,
2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve bir siyah boncuk alirsak

000

Kirmizi boncuk 2n+1 farkli konumda olabilir.(ok yoniinde hareket)
2 9zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2 6zdes siyah boncuk alirsak



n-1tane
n tane farkli durum vardir.
Olusan durum sayisi: 2n+n=3n tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 3 6zdes siyah boncuk alirsak

000

2n—1 farkli durum vardir.

Olusan durum sayist:  2.(2n—1) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 4 6zdes siyah boncuk alirsak



o O
2 0 2
0 0
$2 1 0 1 >
0 0 5 0
¥
0

2n—2 farkli durum vardir.

2 0
0 0 0
0 0
¢'2 1 0 1 _____ >
0 0 5 0
¥
0

2n—2 farkli durum vardir.

0 2
0 0 0 0 0
0 0 1
¢'2 1 0 1 _____ > O
0 0 0 0
¥
0

n—1tane farkli durum vardir.

Olusan durum sayist:  2.(2n—2)+(n—-1) =5.(n—1) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 5 6zdes siyah boncuk alirsak

200000
Ust Kisim (Turuncu) : 020000 ¢ 3 farkli durum
002000
Her duruma karsin alt kismin (mor) ZM 2 sayis1(2n—23)

2n-4

farkli konumda buluna bilir.
Olusan durum sayisi: 3.(2n—23) tanedir.

O or



2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 6 6zdes siyah boncuk alirsak
0020000
alt kismin (mor) 200...00 2 sayisi(2n—4) farkli konumda
—_——

2000000
O 2n-5

Ust Kisim (Turuncu) : 0200000 ¢ (3 tane farkli) durumlarinda
1
2
i buluna bilir.bu sekilde olusacak durum sayisi: 3.(2n—4)
0

Ust Kisim (Turuncu) 0002000 olma durumunda simetriden dolay1 alt kismin (mor) n—2
farkli durumu vardir.

Olusan toplam durum sayisi: 3.(2n—-4)+(n—-2)=7.(n—2)
tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 7 6zdes siyah boncuk alirsak
Benzer olarak;
20000000

, 02000000
Ust Kisim (Turuncu) : 4 farkli durum
00200000

00020000

Her duruma karsin alt kismin (mor) 200...00 2 sayis1 (2n—5) farkli konumda buluna bilir.
2n-6
Olusan durum sayist: 4.(2n—5) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 8 6zdes siyah boncuk alirsak
Benzer olarak,
200000000

, 020000000
Ust Kisim (Turuncu) : (4 tane farkli) durumlarinda
002000000

000200000
alt kismin (mor) 200...00 2 sayis1(2n—6) farkli konumda buluna bilir.Bu sekilde olusacak

2n-7

durum sayisi: 4.(2n—6)



Ust Kisim (Turuncu) 000020000 olma durumunda simetriden
1 dolay1 alt kismin (mor) n—3farkli durumu vardir.

0

1
2
v
0

n-3 n-3

Olusan toplam durum sayisi:  4.(2n—6) +(n—3) =9.(n—23) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2k +1 (k eN )tane 0zdes siyah boncuk alirsak

Benzer olarak;
200..000...000

020..000...000
Ust Kisim (Turuncu) : k +1 farkli durum vardir.

00...020...000
—— ——

k k
Her duruma karsin alt kismin (mor) 200...00 2 sayist (2n—2k +1) farkli konumda buluna

2n-2k

bilir. Olusacak durum sayisi : (k +1).(2n — 2k +1) tanedir.

2n +1 tane 6zdes siyah boncuktan olusturdugumuz kolyede, iist kisim ¢ift sayida 6zdes siyah
boncuktan olusuyorsa alt kisimda tek sayida 6zdes siyah boncuktan olusur. Ust kisim tek
sayida 6zdes siyah boncuktan olusuyorsa alt kisimda ¢ift sayida 6zdes siyah boncuktan olusur.
Dolayistyla biitliin durumlarda ayni formiilii kullana biliriz.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2K +1 (k eN )tane 0zdes siyah boncuk alirsak
Olusacak durum sayisi : (k +1).(2n — 2k +1) tanedir.

Tek sayida | Cift sayida | Durum sayisi
Ozdes ozdes siyah

siyah(UST) | (ALT)

1 2n 2n+1

3 2n-2 2.(2n-1)

5 2n—-4 3.(2n-3)

7 2n—6 4.(2n-5)

9 2n-8 5.(2n-7)

2k +1 2n—2k (k +1).(2n -2k +1)
2n—7 8 (n—3).9=9.(n-3)




2n-5 6 (n—-2).7=7.(n-2)
2n-3 4 (n-1).5=5.(n-5)
2n—-1 2 n.3=3.n

2n+1 0 n+1

Elde ettigimiz biitiin durumlar1 toplarsak.
2n+1 n

F(222n+1) =1+ > F(L2,k)+ > (k+1).(2n—2k +1) buluruz.
k=1 k=0

Zn:(k +1).(2n—-2k +1) =(2n +1)+Zn:(k +1).(2n—2k +1)

=(2n+1)+ > (2nk - 2k* +2n—k +1)
k=1

— (2n+1)+2n. .n.(n+1).(2n +1) n.(n+1) N

2 +2n% -

n(n+l1)
2

_2n°+9n* +13n+6
6

Teorem2den F(L,2,2n+1)=n’*+3n+2 ve F(1,2,2n)=n’+2n+1

2n+1

D F2,K) =D (K +2k+1)+ > (k* +3k+2) = > (k* +2k +1) + D _(k* +3k +2)+2
k=1 k=1 k=0 k=1 k=1

2n+l

> F@2,k)=>(2n*+5n+3)+2=2. +3n+2
k=1 k=1

n.(n+1).(2n+1) 5 n.(n+1)
6 2

2n+1 3 2
Z F(L2,k) = 4n° +21n 6+ 35n+12
k=1

2n+1 n

F(2.22n+1)=1+ > F(L2,k)+ > (k+1).(2n—2k +1) buldugunuz esitlikleri yerine
k=1 k=0

yazarsak

4n® +21n? +35n+12 N 2n° +9n? +13n+6
6 6
Sonug olarak ; F(2,2,2n+1) =n®+5n°+8n+4
F(2,20)=4,F(2,23) =18, F(2,25) =48, F(2,2,7) =100 F(2,2,9) =180 F(2,2,11) = 294

F(222n+1) =1+

Teorem 7: 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 4n (n € N) tane 6zdes siyah boncukla
yapilacak bileklerin sayisini F(1,2,4n) ile gosterirsek F(2,2,4n) =8n°+14n% +9n+2

_tane farkl bileklik yapilabilir.

Ispat:2 tane 6zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :



3 F(1,2,4n) tane durum vardir.

N

o
N
o

_>0

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma
durumu:
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina bir tane siyah boncuk alirsak,

3
1 0
1 2 0
2 h.\.\ 2 o F@24n-1) durum vardir.

o —>0

Benzer olarak;2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 2 tane 6zdes siyah boncuk alirsak
F(1,2,4n—2) durum vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 3 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,4n—1) durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,4n—2) durum

vardir.
Benzer olarak devam edersek,
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4n—1 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,1) =2 durum

vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4n tane 6zdes siyah boncuk alirsak 1 tane durum vardir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi boncuk alip siyah boncuk sayisini artirma durumu:

L 2 1 2 1 2 1
0 1 0 /]._/.-\.\

/2 0 0 0 0 0
(0] . T S S > 0
0 \2 0
0 0 0

070

2n tane 2n tane

2n+1tane farki durum,
2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve bir siyah boncuk alirsak



! 1 1 1
/2 0 0 0
0 2 _____ >
0 \
0

000

Kirmizi boncuk 4n farkli konumda olabilir.(ok yoniinde hareket)
2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2 6zdes siyah boncuk alirsak

4n -1 farkl durum vardir. (ok yoniinde hareket)
1 0 2 0 2

0 1 W
¢2 1 0 0
0 0 2 & e > 0 0
; »0 ; :
020
-1 2n-1

2n tane farkli durum vardir.
Olusan durum sayisi: (4n—1)+(2n) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 3 6zdes siyah boncuk alirsak

000

4n -2 farkli durum vardir.



0Oopo0
4An—2 farkli durum vardir.

Olusan durum sayisi: 2.(4n—2) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 4 6zdes siyah boncuk alirsak

2n-2

2n-2
2n—1tane farkli durum vardir.

Olusan durum sayisi: 2.(4n—3)+(2n—1) tanedir.



2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 5 6zdes siyah boncuk alirsak

200000
o3 5 Ust Kisim (Turuncu) : 020000 3 farkl durum
2 o 002000
1 1 Her duruma karsin alt kismin (mor) ZM 2 sayisi (4n—4)
2¢ ° farkli konumda buluna bilir. "
0 Olusan durum sayist: 3.(4n—4) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 6 6zdes siyah boncuk alirsak

2000000
00 0 Ust Kisim (Turuncu) : 0200000+ (3 tane farkli) durumlarinda

0 0
‘. 0020000
1 1 alt kismin (mor) 200...00 2 sayisi(4n—5) farkli konumda

2 0 4n—-6
*\v/ buluna bilir.bu sekilde olusacak durum sayisi: 3.(4n—5)
0

Ust Kistm (Turuncu) 0002000 olma durumunda simetriden dolayi alt kismin (mor) 2n—2
farkli durumu vardir.

02 0

0 0 Olusan toplam durum sayisi:  3.(4n—5)+(2n—2) tanedir.

1

2 d
x u
0

2n-2 2n-3

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 7 6zdes siyah boncuk alirsak
Benzer olarak;

20000000

, 02000000

Ust Kisim (Turuncu) : 4 farkli durum
00200000
00020000

Her duruma karsin alt kismin (mor) 200...00 2 sayisi (4n—6) farkli konumda buluna bilir.
4n-7
Olusan durum sayisi: 4.(4n—6) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 8 6zdes siyah boncuk alirsak



Benzer olarak,
200000000

, 020000000
Ust Kisim (Turuncu) : (4 tane farkli) durumlarinda
002000000

000200000
alt kismin (mor) 200...00 2 sayis1 (4n—7) farkli konumda buluna bilir.Bu sekilde olusacak

4n-8

durum sayisi: 4.(4n—7)

0 0
0 Ust Kisim (Turuncu) 000020000 olma durumunda simetriden
1 1 dolayr alt kismim (mor) 2n—3farkli durumu vardur.
2 0
Y
0
2n-3 2n-4

Olusan toplam durum sayisi: 4.(4n—7)+(2n—3) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2k (k € N )tane zdes siyah boncuk alirsak
200..000...000

) 020..000...000
Ust Kisim (Turuncu) @ k tane farkli durum vardir.

00...020...000
k-1 k+1
alt kismin (mor) 200...00 2 sayis1 (4n— 2k +1) farkli konumda buluna bilir. Bu sekilde
4n-2k
olusacak durum sayisi: K.(4n—2k +1) tanedir.

Ust Kisim (Turuncu) 00...00200...00 olma durumunda simetriden
. T
dolayi alt kismin (mor) 2n—Kk +1farkli durumu vardir.

o |-

2n-k+1 2n-k

Olusan toplam durum sayisi: k.(4n—2k +1)+2n—k +1 tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2k +1 (k € N )tane 6zdes siyah boncuk alirsak



Benzer olarak;
200..000...000
020..000...000
Ust Kisim (Turuncu) :

00...020...000
—_— ——

k k+1

k +1 farkli durum vardir.

Her duruma karsin alt kismin (mor) 200...00 2 sayis1 (4n—2k) farkli konumda buluna bilir.

4n-2k-1

Olusacak durum sayist : (k +1).(4n—2k) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2n tane 6zdes siyah boncuk alirsak tist kistmdaki
siyah boncuk sayisi ile alt kisimdaki siyah boncuk sayisi esit oldugu durumu inceleyelim:

0po0
buluna bilir.

200...00
gv__/

020...00
Altkisim 002..000 sayist (2n+1) farkli konumda buluna bilir.

000...20
000...02

2n

020..000
2n-1
002...000
1 Altkisim :
) 000...200
000...020
000 2 sayis1 2n —1farkli konumda




0020...000
2n-2
0002...000
Alt kisim :
000...2000

000...0200

2 sayis1 2n—3farkli konumda buluna bilir.
Benzer olarak devam edersek son durum:
0 020

Alt kisim 000...0020...000} olmak tizere 1tane durum vardir.
T T

iist kisimdaki siyah boncuk sayisi ile alt kisimdaki siyah boncuk sayist esit oldugunda

n+1
Y (2n-1)= Z.W—(n +1)=n?+3n+2-n-1=n?+2n+1 farkli durum vardir.

k=1

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi alip 6zdes siyah boncuklar: alirak elde ettigimiz
durumlari tablolastiralim.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi alip 6zdes siyah
boncuklari alarak elde ettigimiz durumlar:.
Ust kisma alman Simetrik olmayan Simetrik olan
siyah boncuk sayisi durumlar durumlar
0 0 2n+1
1 4n 0
2 4n-1 2n
3 2.(4n-2) 0
4 2 (4n-3) 2n-1
5 3.(4n-4) 0
6 3.(4n-5) 2n-2
7 4 (4n-6) 0
8 4.(4n-7) 2n-3
2k k.(4n—2k +1) 2n—k+1
2k+1 (k+1).(4n—2k) 0




2n-1 (n+1).(2n) | 0

2n n®+2n+1
(6zel durum)

Elde ettigimiz biitiin durumlar toplarsak.

F(2,2,4n) =1+42n F(1,2,K) +§(k +1).(4n—2k) +ni(k.(4n — 2k +1)+(2n—k +1))+ (n? + 2n+1) buluruz.
k=1 k=0 k=0

n-1

3 (k+1).(4n-2k) = i(k ~1+1).(4n—-2(k -1)) = ik.(4n —2k+2)

DY n.(n+1).(2n+1) Py n.(n+1)

=" (4nk —2k? +2k) = 4.n. n-(r12+1)
k=1

_6n°+6n°-2n°-3n°-n+3n*+3n _ 4n®+6n*+2n
3 3

H

n—. n

(k.(4n—2k+1)+(2n—k+1))=>"((k-1.(4n-2(k -1) +1) + (2n— (k —1) +1))

k k=1

1l
o

n

[(k—1).(4n— 2k +3) + (2n—k + 2)] = [4nk 2k? +3k —4n+2k —3+2n—k +2]

k=: kl

LN

n

n(n+1) _2n.(n+1). (2n+1) n.(n+1)
2 6

3 2 3 2
2 2n°+3n +n+2n2+2n—2n2—n:4n +3; +2n

(4nk 2k? +4k —2n— 1) —2n’-n

k=

,_\

2n®+2n

4n
D F(1,2,k) degerini bulalim.

k=1

F(L21) =2, F(1,2,2)=4olmak iizere
Vne N olmak tizere F(1,2,2n+1) = n?+3n+2 dir.

vn e N*olmak iizere F(1,2,2n) =n*+2n+1 dir.

2n-1

ZF(lZ k) = ZF(122k)+ZF(12 2k +1)

2n 2n
Z F(L2,2K) = Z(kz L2k +1): 2n.(2n +é).(4n +1) vy 2n.(22n +1) o
k=1 k=1

_8n*+6n°+n +12n2 +6n 6n _ 8n°+18n*+13n
3 3 3 3

2n-1 2n-1

ZF(122k+1) Z(k2+3k+2) Z[(k ~1)? +3(k-1)+2]= Z[k2+k]



_2n.(2n+1).(4n+1) . (2n).(2n+1) 8n*+6n°+n N 8n°+12n* +4n

2n%+n

6 2 3 3
4n 2n 2n-1 3 2 3 2 3 2
ZF(l,Z,k):ZF(l,Z,Zk)+ZF(1,2,2k+1):8n +18n +13n+8n +12n +4n:16n +30n“ +17n
k1 k1 k=0 3 3 3
4n 3 2
ZF(l,Z,k)zlGn +30n“ +17n
P 3

Buldugumuz esitliklerini yerine yazarsak

n-1
(k.(4n—2k +1) + (2n—k +1))+ (n* + 2n +1)
k=0

F(2,2,4n) =1+§: F(1,2,K) +n§:(k +1).(4n - 2K) +

16n° +30n2+17n . 4n®+6n%+2n . 4n®*+3n%+2n

F(2,2,4n) =1+
3 3 3

+(n2 +2n +1)

F(2,2,4n) =8n°+14n% +9n+2 buluruz.
Sonug olarak ; F(2,2,4n)=8n°+14n° +9n+2
n=1i¢in F(2,2,4)=33
n=2icin F(2,28)=8.2°+14.2°+9.2+2=140
n=3i¢in F(2,212)=8.3’+14.3*+9.3+2=371
n=4icin F(2,216)=8.4°+14.4°+9.4+2=774
n=5i¢in F(2,2,20)=8.5°+14.5° +9.5+2=1397
n=6 i¢cin F(2,2,24) =8.6°+14.6* +9.6+2 = 2288
Teorem 8 : 2 tane 6zdes mavi 2 tane 6zdes kirmizi ve 4n+ 2 (n € N) tane 6zdes siyah
boncukla yapilacak bileklerin sayisin1 F(1,2,4n+2) ile gosterirsek
F(2,2,4n+2) =8n°+26n° +29n+11

tane farkl bileklik yapilabilir.
Ispat:2 tane 6zdes mavi boncugun yan yana olma durumu :

3 F(1,2,4n+2) tane durum vardir.

N

o
N
o

_>0

2 tane 6zdes mavi boncuk arasina siyah boncuk alarak,6zdes siyah boncuk sayisini artirma
durumu:

3 2 tane 6zdes mavi boncuk arasina
bir tane siyah boncuk alirsak,




F(1,2,4n+1) durum vardir.

Benzer olarak;2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 2 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,4n)
durum vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 3 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,4n—1) durum
vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,4n—2) durum
vardir.

Benzer olarak devam edersek,
2 tane 6zdes mavi boncuk arasina 4n+1 tane 6zdes siyah boncuk alirsak F(1,2,1) =2 durum
vardir.
2 tane 6zdes mavi boncuk arasmna 4n + 2 tane 6zdes siyah boncuk alirsak 1 tane durum
vardir.
2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi boncuk alip siyah boncuk sayisini artirma durumu:

2 1 2 2 1
! 0 1 : 0 /J.-/f\o\

/2 0 0 0 0 0
of e SN _____ > 0
0 *S 0 0
0

0l 2l0

2n+1 tane 2n+1 tane

2n+ 2 tane farki durum,
2 9zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve bir siyah boncuk alirsak

000

Kirmiz1 boncuk 4n+2 farkli konumda olabilir.(ok yoniinde hareket)
2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2 6zdes siyah boncuk alirsak



0poO
2
M
0 0
_____ S O 0
0 0
0 2[o

2n tane 2n tane
2n+1tane farkli durum vardir.
Olusan durum sayisi: 4n+1+2n+1=6n+2 tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 3 6zdes siyah boncuk alirsak

0 2

000

4n farkli durum vardir.

Olusan durum sayisi: 2.(4n) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 4 6zdes siyah boncuk alirsak



o O
2 0 2
0 0
;2 1 O 1 _____ >
0 0 5 0
¥
0

4n -1 farkli durum vardir.

2 0
0 0 0
0 0
¢2 1 0 1 _____ >
0 0 5 0
¥
0

4n -1 farkli durum vardir.

020
on—1 2n-1
2n tane farkli durum vardir.
Olusan durum sayist: 2.(4n—1)+(2n) =10n—2 tanedir.
2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 5 6zdes siyah boncuk alirsak
200000
Ust Kisim (Turuncu) : 020000 ¢ 3 farkli durum
002000
1 Her duruma karsin alt kismin (mor) 200...00 2 sayisi(4n—2)
2 0 4n-3
v farkli konumda buluna bilir.
0 Olusan durum sayisi: 3.(4n—2) tanedir.

2 9zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 6 6zdes siyah boncuk alirsak



2000000
Ust Kisim (Turuncu) : 0200000+ (3 tane farkli) durumlarinda

0 0
‘ 0020000
1 alt kismin (mor) 200...00 2 sayisi(4n—3) farkli konumda
2 0 4an-4
I buluna bilir.bu sekilde olusacak durum sayisi: 3.(4n—23)
0

Ust Kisim (Turuncu) 0002000 olma durumunda simetriden dolay alt kismin (mor) 2n—1
farkli durumu vardir.

02 0
0 0 0 Olusan toplam durum sayisi: 3.(4n—3)+(2n—1) tanedir.
1 1
2 0
v
0
2n-1 n-2

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 7 6zdes siyah boncuk alirsak
Benzer olarak;
20000000

, 02000000
Ust Kisim (Turuncu) : 4 farkli durum
00200000

00020000

Her duruma karsin alt kismin (mor) 200...00 2 sayis1 (4n—4) farkli konumda buluna bilir.
4n-5
Olusan durum sayist: 4.(4n—4) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 ve 8 6zdes siyah boncuk alirsak
Benzer olarak,
200000000
" 020000000
Ust Kisim (Turuncu) : (4 tane farkli) durumlarinda
002000000
000200000

alt kismimn (mor) 200...00 2 sayis1 (4n—5) farkli konumda buluna bilir.Bu sekilde olusacak
4n-6

durum sayisi: 4.(4n-5)

00200

2n-2 2n-3



Ust Kisim (Turuncu) 000020000 olma durumunda simetriden dolay1 alt kismin (mor) 2n—2
farkli durumu vardir.

Olusan toplam durum sayisi:  4.(4n—5)+(2n—2) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasia bir kirmizi ve 2k (k € N )tane zdes siyah boncuk alirsak
200..000...000

020..000...000
Ust Kisim (Turuncu) : k tane farkli durum vardur.

00...020...000
H,_/ %/_J

k-1 k+1

alt kismin (mor) 200...00 2 sayist (4n— 2k + 3) farkli konumda buluna bilir. Bu sekilde

4n-2k+2
olusacak durum sayisi: K.(4n—2k +3) tanedir.

00200

0  UstKisim (Turuncu) 00...00200...00 olma durumunda simetriden
I
dolay alt kismin (mor) 2n—K + 2 farkli durumu vardir.

o |

1
2
v
0

2n-k+2 M-k+1

Olusan toplam durum sayist: K.(4n—2k +3)+2n—k +2 tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2k +1 (k € N)tane 6zdes siyah boncuk alirsak
Benzer olarak;



200..000...000

020..000...000
Ust Kisim (Turuncu) @ k +1 farkli durum vardur.

00...020...000
— ——

k k+1

Her duruma karsin alt kismin (mor) 200...00 2 sayisi (4n—2k + 2) farkli konumda buluna

4n—-2k+1

bilir. Olusacak durum sayist : (k +l).(4n —2k +2) tanedir.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi ve 2n+1 tane 6zdes siyah boncuk alirsak iist

kisimdaki siyah boncuk sayisi ile alt kisimdaki siyah boncuk sayisi esit oldugu durumu
inceleyelim:

000 200...00
gv__/

2n+1

020...00
Altkisim 002..000 2 sayis1 (2n + 2) farkli konumda buluna bilir.

000...20
000...02

020..00
2n
002...000
1 Altkisim :
20 000...200
000...020

0po0 000

2 sayisi 2n farkli konumda buluna




0020...000
2n-1
0002...000
Alt kisim :
000...2000

000...0200

2 sayis1 2n — 2 farkli konumda buluna bilir.
Benzer olarak devam edersek son durum:
0 020

000...0200...000
%r_/ %f_/
Alt kisim " nt olmak uzere 2 farkli durum vardir.
000...0020...000
n+l n

st kisimdaki siyah boncuk sayisi ile alt kisimdaki siyah boncuk sayisi esit oldugunda

n+1
ZZK = 2.w =n?+3n+2 farkli durum vardir.
k=1

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmiz1 alip 6zdes siyah boncuklar: alirak elde ettigimiz
durumlari tablolastiralim.

2 6zdes mavi boncuk arasina bir kirmizi alip 6zdes siyah
boncuklari alarak elde ettigimiz durumlar:.
Ust kisma alman Simetrik olmayan Simetrik olan
siyah boncuk sayisi durumlar durumlar
0 0 2n+2
1 4n+2 0
2 4n+1 2n+1
3 2.(4n) 0
4 2.(4n-1) 2n
5 3.(4n-2) 0
6 3.(4n-3) 2n-1
7 4.(4n-4) 0
8 4.(4n-5) 2n-2
2k k.(4n— 2k + 3) 2n—K+2
2k+1 (k +1).(4n— 2k + 2) 0




2‘n n.(2f1+3) (n;Z)

2n+1 n®+3n+2
(6zel durum)

Elde ettigimiz biitiin durumlar1 toplarsak.
4n+2

F(2,24n+2) =1+ ZF(l,Z,k)+ni(k +1).(4n— 2k +2)+zn:(k.(4n—2k +3)+(2n—k+2))+(n* +3n+2)

buluruz.

n-1 n

(k+1.(4n—2k+2) = > (k~1+1).(4n—2(k ~1) + 2) =Zn:k.(4n—2k+4)

k=0 k=1 k=1

n(n+1) _ n(n+1).(2n +1)+4 n.(n+1)
5 . .

= (4nk — 2k’ +4k) = 4.n, 2
k=1

_6n°+6n°—2n°-3n°—n+6n”+6n _4n°+9n”+5n
3 3

n

(k.(4n—2k+3)+(2n—k+2))=(2n+2)+zn:(4nk—2k2+2k+2n+2)
k=1

k=0

n.(n+1).(2n+1) 9 n.(n+1)

=(2n+2)+4.n. 2 +2n%+2n

n(n+l1)
2

_ 6n+6+6n°+6n°-2n°-3n°-n+3n*+3n+6n°+6n 4n°+12n°+14n+6
3 3

4n+2
Z F(L,2,k) degerini bulalim.

k=1

F(21) =2, F(1,2,2) =4olmak iizere
vne N olmak iizere F(1,2,2n+1) =n” +3n+2 dir.

vn e N*olmak iizere F(1,2,2n) =n*+2n+1 dir.

4n+2 2n+1 2n
D F@A2,k)=> F(L22k)+> F(L22k+1)
k=1 k=1 k=0
2n+1 2n+1
Z F(12,2K) = Z(kz ok +1): (2n+1).(2n+2).(4n+3) vy (2n+1).(2n+2) +@2n+1)
k=1 k=1 6 2
_8n°+18n* +13n+3 . 12n* +18n+6  6n+3
3 3 3
~8n°+30n*+37n+12
3

2n 2n 2n
D F@22k+1) =) (k*+3k+2)=2+>_(k*+3k+2)
k=0 k=0 k=1



N 2n.(2n+1).(4n+1) L3 2n.(2n+1) T an

=2

6 2
_6+8n°+6n”+n+18n°+9n+12n _ 8n®+24n’+22n+6

3 3

4n+2 2n+1 2n 3 2 3 2
ZF(LZ, K) = ZF(1,2,2k)+ZF(1,2,2k+1) _ 8n° +30n“ +37n+12 +8n +24n° +22n+6
k=1 k=1 k=0 3 3
4n+2 3 2
z F(L2.k)= 16n +54n3+59n +18
k=1

Buldugumuz esitliklerini yerine yazarsak
4n+2

F(224n+2) =1+ > F(L2,k) +§(k +1).(4n—2k +2) +i(k.(4n —2k+3)+(2n—k+2))+(n*+3n+2)

16n° +54n% +59n +18 . 4n®+9n? +5n . 4n®*+12n° +14n+6
3 3 3
F(2,2,4n+2) =8n°+26n%+29n+11 buluruz.

Sonug olarak ; F(2,2,4n+2)=8n°+26n"+29n+11
n=0 i¢in F(2,2,2)=11
n=1i¢in F(2,2,6)=8+26+29+11=74

F(2.24n+2) =1+ +(n?+3n+2)

n=2icin F(2,210)=8.2°+26.2° +29.2+11=237

n=3i¢in F(2,214)=8.3°+26.3"+29.3+11=548

n=4igin F(2,218)=8.4>+26.4> +29.4+11=1055

n=5i¢in F(2,2,22)=8.5"+26.5°+29.5+11=1806

F(2,21) =4 F(2,2,2) =11 F(2,2,3)=18 F(2,2,4) =33

F(2,2,5)=48 F(2,2,6) =74 F(2,2,7)=100 | F(2,2,8)=140

F(2,2,9) =180 F(2,210)=237 | F(2,211)=294 | F(2,212) =371

F(2,2,13) =448 F(2,214) =548 | F(2,2,15)=648 | F(2,216) =774

F(2,2,17) =900 F(2,2,18) = F(2,219) = F(2,2,20) =
1055 1210 1397

F(2,2,21) =1584 F(2,2,22) = F(2,2,23) = F(2,2,24) =
1806 2028 2288

F(2,2,25) =2548 F(2,2,26) = F(2,2,27) = F(2,2,28) =
2849 3150 3495

F(2,2,29) = 3840 F(2,2,30) = F(2,2,31) = F(2,2,32) =
4232 4624 5066

F(2,2,33) =5508 F(2,2,34) = F(2,2,35) = F(2,2,36) =
6003 6498 7049

F(2,2,37) =7600 F(2,2,38) = F(2,2,39) = F(2,2,40) =
8210 8820 9492

F(2,2,41) =10164 F(2,2,42) = F(2,2,43) = F(2,2,44) =
10901 11638 12443




F(2,2,45) =13248 F(2,2,46) = F(2,2,47) = F(2,2,48) =
14124 15000 15950

F(2,2,49) = 16900 F(2,2,50) = F(2,2,51) = F(2,252) =
17927 18954 20061

F(2,2,53) =21168 F(2,254) = F(2,2,55) = F(2,2,56) =
22358 23548 24824




